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Рис. 1: Семантическая координатная плоскость

Классификация моделей:

1. интерливинг / истинный параллелизм;

2. линейное / ветвистое время;

3. структура / поведение.
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В указанной области следующие проблемы требуют решения.

• Нет достаточно полного набора эквивалентностей во всех рассмотренных
семантиках.

• Не установлена взаимосвязь ряда важных эквивалентностных отноше-
ний.

• Задача логической характеризации поведенческих эквивалентностей.

• Эффективные методы редукции систем с сохранением поведения по мо-
дулю эквивалентностей.

• Какие из эквивалентностей сохраняются при нисходящей разработке си-
стем.

• Исследовать эквивалентности на подклассах и расширениях моделей.

• Установление взаимосвязи эквивалентностей, определенных в рамках
различных формализмов.

Научная новизна данной работы состоит в следующем.

1. В рамках сетей Петри с видимыми и невидимыми переходами введен и
исследован широкий набор поведенческих эквивалентностей в семанти-
ках от интерливинговой до истинного параллелизма и от линейного до
ветвистого времени, позволяющих абстрагироваться от структурных и
поведенческих свойств моделируемых систем.

• Получена диаграмма взаимосвязей указанных выше эквивалентно-
стей. Дана логическая характеризация ряда эквивалентностей, поз-
воляющая рассуждать о поведении параллельных систем в терминах
формул темпоральных логик. Описан метод эффективной редукции
сетей с сохранением их поведения по модулю эквивалентностей.

• Исследованы композициональные аспекты сохранения поведенческих
свойств моделируемых параллельных систем.

• Установлена взаимосвязь эквивалентностных отношений на подклас-
сах сетей с целью упрощения сравнения их поведения и лучшего по-
нимания природы эквивалентностей.

2. На временных сетях Петри с видимыми и невидимыми переходами иссле-
дован ряд временных, не-временных и региональных эквивалентностей,
способных в разной степени учитывать временные аспекты поведения мо-
делируемых систем.

• Выяснено соотношение указанных эквивалентностей. Дана региональ-
ная характеризация временных эквивалентностей, позволяющая упро-
стить проверку последних.
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• Разработан композициональный подход к проверке эквивалентности
временных систем.

• Установлена взаимосвязь эквивалентностей на подклассах временных
сетей.

3. Исследованы семантические эквивалентности алгебраических исчисле-
ний и их расширений, а также их связь с сетевыми эквивалентностными
отношениями.

• Разработано новое исчисление помеченных недетерминированных па-
раллельных процессовAFLP2 — расширение известной алгебрыAFP2

(введенной В.Е. Котовым и Л.А. Черкасовой) функцией пометки, что
позволило специфицировать значительно более широкий класс про-
цессов, чем в AFP2.

• Дана полная и корректная аксиоматизация эквивалентностей относи-
тельно денотационных семантик указанных алгебр, а также операци-
онная характеризация этих эквивалентностей, позволяющая сравни-
вать их с поведенческими эквивалентностными отношениями.

• Установлены взаимосвязи алгебраических и сетевых эквивалентно-
стей, что дало возможность переходить от сетевых к алгебраическим
спецификациям и обратно с сохранением поведения и объединило пре-
имушества сетей и алгебр.

• Предложена система правил переписывания для автоматизации про-
верки семантических эквивалентностей алгебраических исчислений,
на основе которой разработана программа для машинной проверки
эквивалентности формул.
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Рис. 2: Классификация базисных эквивалентностей
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Следовые эквивалентности

Определение 1 Интерливинговый след сети N — это последовательность

a1 · · · an ∈ Act∗ такая, что πN
a1→ π1

a2→ . . .
an→ πn, где πi ∈ Π(N) (1 ≤

i ≤ n). Обозначим множество всех интерливинговых следов сети N через
IntTraces(N). Сети N и N ′ интерливингово следово эквивалентны, запись

N ≡i N
′, если IntTraces(N) = IntTraces(N ′).

Определение 2 Шаговый след сети N — это последовательность

A1 · · ·An ∈ (M(Act))∗ такая, что πN
A1→ π1

A2→ . . .
An→ πn, где πi ∈ Π(N)

(1 ≤ i ≤ n). Обозначим множество всех шаговых следов сети N через
StepTraces(N). Сети N и N ′ шагово следово эквивалентны, запись N ≡s

N ′, если StepTraces(N) = StepTraces(N ′).

Определение 3 ЧУММ-след сети N — это ЧУММ ρ — класс изоморфизма

ПЧУМ ρC для π = (C, ϕ) ∈ Π(N). Пишем ρ ⊑ ρ′, если ρC ⊑ ρC′ для ρC ∈ ρ

и ρC′ ∈ ρ′. В этом случае говорим, что ЧУММ ρ менее последователен
или более параллелен, чем ρ′. Обозначим через Pomsets(N) множество всех
следов ЧУММ сети N . Сети N и N ′ ЧС следово эквивалентны, запись
N ≡pw N

′, если Pomsets(N) ⊑ Pomsets(N ′) и Pomsets(N ′) ⊑ Pomsets(N),

то есть для любого ρ′ ∈ Pomsets(N ′) существует ρ ∈ Pomsets(N) такой,
что ρ ⊑ ρ′ и наоборот.

Определение 4 Сети N и N ′ ЧУММ следово эквивалентны, запись
N ≡pom N ′, если Pomsets(N) = Pomsets(N ′).

Определение 5 (С-)процессный след сети N — это класс изоморфизма C
для π = (C, ϕ) ∈ Π(N). ProcessNets(N) обозначает множество всех
(C-)процессных следов сети N . Сети N и N ′ (С-)процессно следово эквива-
лентны, запись N ≡pr N

′, если ProcessNets(N) = ProcessNets(N ′).
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Обычные бисимуляционные эквивалентности

Определение 6 Пусть N и N ′ — некоторые сети. Отношение R⊆Π(N)×
Π(N ′) — ⋆-бисимуляция между N и N ′, ⋆ ∈ {интерливинговая, шаговая, ЧС,
ЧУММ, процессная}, запись R : N↔⋆N

′, ⋆ ∈ {i, s, pw, pom, pr}, если:

1. (πN , πN ′) ∈ R.

2. (π, π′) ∈ R, π π̂→ π̃,

(a) |TĈ| = 1, если ⋆ = i;

(b) ≺Ĉ= ∅, если ⋆ = s;

⇒ ∃π̃′ : π′ π̂′→ π̃′, (π̃, π̃′) ∈ R и

(a) ρĈ′ ⊑ ρĈ , если ⋆ = pw;

(b) ρĈ ≃ ρĈ′, если ⋆ ∈ {i, s, pom};
(c) Ĉ ≃ Ĉ ′, если ⋆ = pr.

3. Как пункт 2, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ ⋆-бисимуляционно эквивалентны, ⋆ ∈ {интерливинговая, ша-
говая, ЧС, ЧУММ, процессная}, запись N↔⋆N

′, если ∃R : N↔⋆N
′, ⋆ ∈

{i, s, pw, pom, pr}.
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ST-бисимуляционные эквивалентности

Определение 7 Пусть N и N ′ — некоторые сети. Отношение R ⊆ ST −
Π(N)× ST −Π(N ′)×B, где B = {β | β : TC → TC′, π = (C, ϕ) ∈ Π(N), π′ =
(C ′, ϕ′) ∈ Π(N ′)} — ⋆-ST-бисимуляция между N и N ′, ⋆ ∈{интерливингoвая,
ЧС, ЧУММ, процессная}, запись R : N↔⋆STN

′, ⋆ ∈ {i, pw, pom, pr}, если:

1. ((πN , πN), (πN ′, πN ′), ∅) ∈ R.

2. ((πE, πP ), (π
′
E, π

′
P ), β) ∈ R ⇒ β : ρCE

≍ ρC′

E
и β(TCP

) = TC′

P
.

3. ((πE, πP ), (π
′
E, π

′
P ), β) ∈ R, (πE, πP ) → (π̃E, π̃P ) ⇒ ∃β̃, (π̃′E, π̃′P ) :

(π′E, π
′
P ) → (π̃′E, π̃

′
P ), β̃|TCE

= β, ((π̃E, π̃P ), (π̃
′
E, π̃

′
P ), β̃) ∈ R, и если

πP
π→ π̃E , π

′
P

π′→ π̃′E, γ = β̃|TC
, то:

(a) γ−1 : ρC′ ⊑ ρC, если ⋆ = pw;

(b) γ : ρC ≃ ρC′, если ⋆ ∈ {pom, pr};
(c) C ≃ C ′, если ⋆ = pr.

4. Как пункт 3, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ ⋆-ST-бисимуляционно эквивалентны, ⋆ ∈{интерливинговая,
ЧС, ЧУММ, процессная}, запись N↔⋆STN

′, если ∃R : N↔⋆STN
′, ⋆ ∈ {i, pw,

pom, pr}.

Сохраняющие историю бисимуляционные эквивалентности

Определение 8 Пусть N и N ′ — некоторые сети. Отношение R⊆Π(N)×
Π(N ′) × B, где B = {β | β : TC → TC′, π = (C, ϕ) ∈ Π(N), π′ = (C ′, ϕ′) ∈
Π(N ′)} — ⋆-сохраняющая историю бисимуляция между N и N ′, ⋆ ∈{ЧУММ,
процессная}, запись N↔⋆hN

′, ⋆ ∈ {pom, pr}, если:

1. (πN , πN ′, ∅) ∈ R.

2. (π, π′, β) ∈ R ⇒
(a) β : ρC ≃ ρC′, если ⋆ ∈ {pom, pr};
(b) C ≃ C ′, если ⋆ = pr.

3. (π, π′, β) ∈ R, π → π̃ ⇒ ∃β̃, π̃′ : π′ → π̃′, β̃|TC
= β, (π̃, π̃′, β̃) ∈ R.

4. Как пункт 3, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ ⋆-сохраняюще историю бисимуляционно эквивалентны, ⋆ ∈
{ЧУММ, процессная}, запись N↔⋆hN

′, если ∃R : N↔⋆hN
′, ⋆ ∈ {pom, pr}.
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Сохраняющие конфликт эквивалентности

Определение 9 МСС-след сети N — МСС ξ — класс изоморфизма ПСС

ξO для ̟ = (O, ψ) ∈ ℘(N). Обозначим через MEStructs(N) множество
всех МСС-следов сети N . Две сети N и N ′ МСС сохраняюще конфликт
эквивалентны, запись N ≡mes N

′, если MEStructs(N) = MEStructs(N ′).
Заметим, что, в силу единственности максимального О-процесса, это рав-
носильно требованию E(N) = E(N ′).

Определение 10 О-процессный след сети N — это класс изоморфизма О-
сети O для ̟ = (O, ψ) ∈ ℘(N). Обозначим через OccNets(N) множество
всех О-процессных следов сети N . Две сети N и N ′ О-процессно сохра-
няюще конфликт эквивалентны, запись N ≡occ N ′, если OccNets(N) =

OccNets(N ′). Заметим, что, в силу единственности максимального О-
процесса, это равносильно требованию U(N) = U(N ′).
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Рис. 6: Примеры базисных эквивалентностей (продолжение)
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Обратные-прямые бисимуляционные эквивалентности

Определение 11 Пусть N и N ′ — некоторые сети. Отношение

R ⊆ Runs(N) × Runs(N ′) — ⋆-обратная ⋆⋆-прямая бисимуляция между N
и N ′, ⋆, ⋆⋆ ∈{интерливинговая, шаговая, ЧС, ЧУММ, процессная}, запись
R : N↔⋆b⋆⋆fN

′, ⋆, ⋆⋆ ∈ {i, s, pw, pom, pr}, если:

1. ((πN , ε), (πN ′, ε)) ∈ R.

2. ((π, σ), (π′, σ′)) ∈ R

• (обратно)

(π̃, σ̃)
π̂→ (π, σ),

(a) |TĈ| = 1, если ⋆ = i;

(b) ≺Ĉ= ∅, если ⋆ = s;

⇒ ∃(π̃′, σ̃′) : (π̃′, σ̃′) π̂′→ (π′, σ′), ((π̃, σ̃), (π̃′, σ̃′)) ∈ R и

(a) ρĈ′ ⊑ ρĈ, если ⋆ = pw;

(b) ρĈ ≃ ρĈ′, если ⋆ ∈ {i, s, pom};
(c) Ĉ ≃ Ĉ ′, если ⋆ = pr;

• (прямо)

(π, σ)
π̂→ (π̃, σ̃),

(a) |TĈ| = 1, если ⋆⋆ = i;

(b) ≺Ĉ= ∅, если ⋆⋆ = s;

⇒ ∃(π̃′, σ̃′) : (π′, σ′) π̂′→ (π̃′, σ̃′), ((π̃, σ̃), (π̃′, σ̃′)) ∈ R и

(a) ρĈ′ ⊑ ρĈ, если ⋆⋆ = pw;

(b) ρĈ ≃ ρĈ′, если ⋆⋆ ∈ {i, s, pom};
(c) Ĉ ≃ Ĉ ′, если ⋆⋆ = pr.

3. Как пункт 2, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ ⋆-обратно ⋆⋆-прямо бисимуляционно эквивалентны, ⋆, ⋆⋆ ∈
{интерливинговая, шаговая, ЧС, ЧУММ, процессная}, запись N↔⋆b⋆⋆fN

′,
если ∃R : N↔⋆b⋆⋆fN

′, ⋆, ⋆⋆ ∈ {i, s, pw, pom, pr}.
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Рис. 7: Совпадение обратных-прямых бисимуляционных эквивалентностей
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Рис. 8: Взаимосвязь обратных-прямых бисимуляционных эквивалентностей
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Рис. 10: Примеры обратных-прямых бисимуляционных эквивалентностей
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Рис. 11: Более ясный, но менее сильный пример обратных-прямых бисимуляционных эквивалентностей

14



Бисимуляционные эквивалентности мест

Определение 12 Пусть N и N ′ — некоторые сети. Отношение

R ⊆ Mark(N) ×Mark(N ′) — ⋆-бисимуляция между N и N ′, ⋆ ∈{интерли-
винговая, шаговая, ЧС, ЧУММ, процессная}, запись R : N↔⋆N

′, ⋆ ∈ {i, s,
pw, pom, pr}, если:

1. (MN ,MN ′) ∈ R.

2. (M,M ′) ∈ R, M π̂→ M̃ ,

(a) |TĈ| = 1, если ⋆ = i;

(b) ≺Ĉ= ∅, если ⋆ = s;

⇒ ∃M̃ ′ : M ′ π̂′→ M̃ ′, (M̃, M̃ ′) ∈ R и

(a) ρĈ′ ⊑ ρĈ , если ⋆ = pw;

(b) ρĈ ≃ ρĈ′, если ⋆ ∈ {i, s, pom};
(c) Ĉ ≃ Ĉ ′, если ⋆ = pr.

3. Как пункт 2, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ ⋆-бисимуляционно эквивалентны, ⋆ ∈{интерливинговая, шаго-
вая, ЧС, ЧУММ, процессная}, запись N↔⋆N

′, если ∃R : N↔⋆N
′, ⋆ ∈ {i, s,

pw, pom, pr}.

Определение 13 Пусть N и N ′ — некоторые сети и R ⊆ PN × PN ′ —

отношение на местах. Поднятие отношения R — отношение R ⊆ M(PN)×
M(PN ′), определяемое следующим образом:

(M,M ′) ∈ R ⇔



∃{(p1, p′1), . . . , (pn, p′n)} ∈ M(R) :
M = {p1, . . . pn}, M ′ = {p′1, . . . p′n}

Определение 14 Пусть N и N ′ — некоторые сети. Отношение R ⊆ PN ×
PN ′ — ⋆-бисимуляция мест между N и N ′, ⋆ ∈{интерливинговая, шаговая,
ЧС, ЧУММ, процессная}, запись R : N ∼⋆ N

′, если R : N↔⋆N
′, ⋆ ∈ {i, s,

pw, pom, pr}.
Сети N и N ′ ⋆-бисимуляционно эквивалентны на местах, ⋆ ∈{интерли-

винговая, шаговая, ЧС, ЧУММ, процессная}, запись N ∼⋆ N
′, если ∃R :

N ∼⋆ N
′, ⋆ ∈ {i, s, pw, pom, pr}.
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Определение 15 Пусть N и N ′ — некоторые сети и t ∈ TN , t
′ ∈ TN ′.

Тогда

(t, t′) ∈ R ⇔





(•t, •t′) ∈ R ∧
(t•, t′•) ∈ R ∧
lN(t) = lN ′(t′)

Определение 16 Отношение R ⊆ PN ×PN ′ — строгая ⋆-бисимуляция мест
между N и N ′, ⋆ ∈{интерливинговая, шаговая, ЧС, ЧУММ, процессная},
запись R : N ≈⋆ N

′, ⋆ ∈ {i, s, pw, pom, pr}, если:

1. R : N↔⋆N
′.

2. В определении ⋆-бисимуляции в пункт 2 (и симметрично в пункт 3)

добавляется новое требование: ∀v ∈ TĈ (ϕ̂(v), ϕ̂′(β(v))) ∈ R, где:

(a) β : ρĈ′ ⊑ ρĈ , если ⋆ = pw;

(b) β : ρĈ ≃ ρĈ′, если ⋆ ∈ {i, s, pom};
(c) β : Ĉ ≃ Ĉ ′, если ⋆ = pr.

Сети N и N ′ строго ⋆-бисимуляционно эквивалентны на местах, ⋆ ∈{интер-
ливинговая, шаговая, ЧС, ЧУММ, процессная}, запись N ≈⋆ N

′, если ∃R :
N ≈⋆ N

′, ⋆ ∈ {i, s, pw, pom, pr}.
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Рис. 12: Совпадение бисимуляционных эквивалентностей мест
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Рис. 13: Взаимосвязь бисимуляционных эквивалентностей мест
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Рис. 18: Эквивалентности от ≡i до ↔s не сохраняются при SM-детализациях
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Рис. 19: Эквивалентности от ↔i до ↔sbprf не сохраняются при SM-детализациях
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Рис. 20: Эквивалентности от ↔pr до ↔pombprf не сохраняются при SM-детализациях
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Рис. 21: Эквивалентности от ↔i до ∼pom не сохраняются при SM-детализациях
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Рис. 22: Сохранение эквивалентностей при SM-детализациях
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Рис. 25: Примеры эквивалентностей на последовательных сетях
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Рис. 26: Совпадение эквивалентностей на строго помеченных сетях
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Рис. 27: Примеры эквивалентностей на сетях со строгой пометкой
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Рис. 28: Совпадение эквивалентностей на Т-сетях без автопараллелизма
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Рис. 29: Примеры эквивалентностей на Т-сетях
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τ -следовые эквивалентности

Обозначим через ε пустую строку.
Пусть σ = a1 · · · an ∈ Act∗τ . Определим vis(σ) следующим образом (в сле-

дующем определении a ∈ Actτ ).

1. vis(ε) = ε;

2. vis(σa) =




vis(σ)a, a 6= τ ;
vis(σ), a = τ.

Определение 17 Видимый интерливинговый след сети N — это последо-

вательность vis(a1 · · · an) ∈ Act∗ такая, что πN
a1→ π1

a2→ . . .
an→ πn, где

πi ∈ Π(N) (1 ≤ i ≤ n). Обозначим множество всех видимых интерливин-
говых следов сети N через V isIntTraces(N). Две сети N и N ′ интерли-
вингово τ -следово эквивалентны, запись N ≡τ

i N
′, если V isIntTraces(N) =

V isIntTraces(N ′).

Пусть Σ = A1 · · ·An ∈ (M(Actτ))
∗. Определим vis(Σ) следующим образом

(в следующем определении A ∈ M(Actτ)).

1. vis(ε) = ε;

2. vis(ΣA) =




vis(Σ)(A ∩ Act), A ∩ Act 6= ∅;
vis(Σ), иначе.

Определение 18 Видимый шаговый след сети N — это последователь-

ность vis(A1 · · ·An) ∈ (M(Act))∗ такая, что πN
A1→ π1

A2→ . . .
An→ πn, где

πi ∈ Π(N) (1 ≤ i ≤ n). Обозначим множество всех видимых шаговых следов
сети N через V isStepTraces(N). Две сети N и N ′ шагово τ -следово экви-
валентны, запись N ≡τ

s N
′, если V isStepTraces(N) = V isStepTraces(N ′).

Пусть ρ = 〈X,≺, l〉 — ПЧУМ такой, что l : X → Actτ . Обозначим vis(X) =

{x ∈ X | l(x) ∈ Act} и vis(ρ) = ρ|vis(X).

Определение 19 Видимый ЧУММ след сети N — это ЧУММ vis(ρ) —
класс изоморфизма ПЧУМ vis(ρC) для π = (C, ϕ) ∈ Π(N). Обозначим че-

рез V isPomsets(N) множество всех видимых ЧУММ следов сети N . Две
сети N и N ′ τ -следово эквивалентны ЧС (ЧС), запись N ≡τ

pw N ′, если

V isPomsets(N) ⊑ V isPomsets(N ′) и V isPomsets(N ′) ⊑ V isPomsets(N).

Определение 20 Две сети N и N ′ ЧУММ τ -следово эквивалентны, запись

N ≡τ
pom N ′, если V isPomsets(N) = V isPomsets(N ′).
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Обычные τ -бисимуляционные эквивалентности

Определение 21 Пусть N и N ′ — некоторые сети с невидимыми перехо-

дами. Отношение R ⊆ Π(N)× Π(N ′) — ⋆-τ -бисимуляция между N и N ′,
⋆ ∈{интерливинговая, шаговая, ЧС, ЧУММ}, запись R : N↔τ

⋆N
′, ⋆ ∈ {i, s,

pw, pom}, если:

1. (πN , πN ′) ∈ R.

2. (π, π′) ∈ R, π π̂→ π̃,

(a) |vis(TĈ)| = 1, если ⋆ = i;

(b) vis(≺Ĉ) = ∅, если ⋆ = s;

⇒ ∃π̃′ : π′ π̂′→ π̃′, (π̃, π̃′) ∈ R и

(a) vis(ρĈ′) ⊑ vis(ρĈ), если ⋆ = pw;

(b) vis(ρĈ) ≃ vis(ρĈ′), если ⋆ ∈ {i, s, pom}.

3. Как пункт 2, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ ⋆-τ -бисимуляционно эквивалентны, ⋆ ∈{интерливинговая, ша-
говая, ЧС, ЧУММ}, запись N↔τ

⋆N
′, если ∃R : N↔τ

⋆N
′, ⋆ ∈ {i, s, pw, pom}.
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ST-τ -бисимуляционные эквивалентности

Определение 22 Пусть N и N ′ — некоторые сети с невидимыми перехо-

дами. Отношение R ⊆ ST τ − Π(N) × ST τ − Π(N ′) × B, где B = {β | β :
vis(TC) → vis(TC′), π = (C, ϕ) ∈ Π(N), π′ = (C ′, ϕ′) ∈ Π(N ′)} — ⋆-ST-τ -
бисимуляция между N и N ′, ⋆ ∈ {интерливингoвая, ЧС, ЧУММ}, запись

R : N↔⋆STN
′, ⋆ ∈ {i, pw, pom}, если:

1. ((πN , πN), (πN ′, πN ′), ∅) ∈ R.

2. ((πE, πP ), (π
′
E, π

′
P ), β) ∈ R ⇒ β : vis(ρCE

) ≍ vis(ρC′

E
) и β(vis(TCP

)) =
vis(TC′

P
).

3. ((πE, πP ), (π
′
E, π

′
P ), β) ∈ R, (πE, πP ) → (π̃E, π̃P ) ⇒ ∃β̃, (π̃′E, π̃′P ) :

(π′E, π
′
P ) → (π̃′E, π̃

′
P ), β̃|vis(TCE

) = β, ((π̃E, π̃P ), (π̃
′
E, π̃

′
P ), β̃) ∈ R, и если

πP
π→ π̃E , π

′
P

π′→ π̃′E, γ = β̃|TC
, то:

(a) γ−1 : vis(ρC′) ⊑ vis(ρC), если ⋆ = pw;

(b) γ : vis(ρC) ≃ vis(ρC′), если ⋆ = pom.

4. Как пункт 3, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ ⋆-ST-τ -бисимуляционно эквивалентны, ⋆ ∈{интерливинговая,
ЧС, ЧУММ}, запись N↔τ

⋆STN
′, если ∃R : N↔τ

⋆STN
′, ⋆ ∈ {i, pw, pom}.

Сохраняющие историю τ -бисимуляционные эквивалентности

Определение 23 Пусть N и N ′ — некоторые сети с невидимыми пере-
ходами. Отношение R ⊆ Π(N) × Π(N ′) × B, где B = {β | β : vis(TC) →
vis(TC′), π = (C, ϕ) ∈ Π(N), π′ = (C ′, ϕ′) ∈ Π(N ′)} — ЧУММ ⋆-сохраняю-
щая историю τ -бисимуляция между N и N ′, запись N↔τ

pomhN
′, если:

1. (πN , πN ′, ∅) ∈ R.

2. (π, π′, β) ∈ R ⇒ β : vis(ρC) ≃ vis(ρC′).

3. (π, π′, β) ∈ R, π → π̃ ⇒ ∃β̃, π̃′ : π′ → π̃′, β̃|vis(TC) = β, (π̃, π̃′, β̃) ∈ R.

4. Как пункт 3, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ ЧУММ ⋆-сохраняюще историю τ -бисимуляционно эквивалент-
ны, запись N↔τ

pomhN
′, если ∃R : N↔τ

pomhN
′.
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Сохраняющие историю ST-τ -бисимуляционные эквивалентности

Определение 24 Пусть N и N ′ — некоторые сети с невидимыми пере-

ходами. Отношение R ⊆ ST τ − Π(N) × ST τ − Π(N ′) × B, где B = {β |
β : vis(TC) → vis(TC′), π = (C, ϕ) ∈ Π(N), π′ = (C ′, ϕ′) ∈ Π(N ′)} —
ЧУММ ⋆-сохраняющая историю ST-τ -бисимуляция между N и N ′, запись

R : N↔pomhSTN
′, если:

1. ((πN , πN), (πN ′, πN ′), ∅) ∈ R.

2. ((πE, πP ), (π
′
E, π

′
P ), β) ∈ R ⇒ β(vis(TCP

)) = vis(TC′

P
) и β : vis(ρCE

) ≃
vis(ρC′

E
).

3. ((πE, πP ), (π
′
E, π

′
P ), β) ∈ R, (πE, πP ) → (π̃E, π̃P ) ⇒ ∃β̃, (π̃′E, π̃′P ) :

(π′E, π
′
P ) → (π̃′E, π̃

′
P ), β̃|vis(TCE

) = β, ((π̃E, π̃P ), (π̃
′
E, π̃

′
P ), β̃) ∈ R.

4. Как пункт 3, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ ЧУММ ⋆-сохраняюще историю-ST-τ -бисимуляционно эквива-
лентны, запись N↔τ

pomhSTN
′, если ∃R : N↔τ

pomhSTN
′.

Обычные ветвистые τ -бисимуляционные эквивалентности

Для некоторой сети N и π, π̃ ∈ Π(N) пишем π ⇒ π̃, когда ∃π̂ = (Ĉ, ϕ̂)

такой, что π π̂→ π̃ и vis(TĈ) = ∅.

Определение 25 Пусть N и N ′ — некоторые сети с невидимыми перехо-

дами. Отношение R ⊆ Π(N)× Π(N ′) — интерливинговая
ветвистая τ -бисимуляция между N и N ′, запись N↔τ

ibrN
′, если:

1. (πN , πN ′) ∈ R.

2. (π, π′) ∈ R, π a→ π̃ ⇒
(a) a = τ и (π̃, π′) ∈ R или

(b) a 6= τ и ∃π̄′, π̃′ : π′ ⇒ π̄′ a→ π̃′, (π, π̄′) ∈ R, (π̃, π̃′) ∈ R.

3. Как пункт 2, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ интерливингово ветвисто τ -бисимуляционно эквивалентны,
запись N↔τ

ibrN
′, если ∃R : N↔τ

ibrN
′.
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Сохраняющие историю ветвистые τ -бисимуляционные

эквивалентности

Определение 26 Пусть N и N ′ — некоторые сети с невидимыми перехо-
дами. Отношение R ⊆ Π(N) × Π(N ′) × B, где B = {β | β : TC → TC′, π =
(C, f) ∈ Π(N), π′ = (C ′, f ′) ∈ Π(N ′)}, — ЧУММ сохраняющая историю
ветвистая τ -бисимуляция между N и N ′, запись N↔τ

pomhbrN
′, если:

1. (πN , πN ′, ∅) ∈ R.

2. (π, π′, β) ∈ R ⇒ β : vis(ρC) ≃ vis(ρC′).

3. (π, π′, β) ∈ R, π → π̃ ⇒
(a) (π̃, π′, β) ∈ R или

(b) ∃β̃, π̄′, π̃′ : π′ ⇒ π̄′ → π̃′, β̃|vis(TC) = β, (π, π̄′, β) ∈ R, (π̃, π̃′, β̃) ∈ R.

4. Как пункт 3, но роли N и N ′ меняются.

Сети N и N ′ ЧУММ сохраняюще историю ветвисто τ -бисимуляционно
эквивалентны, запись N↔τ

pomhbrN
′, если ∃R : N↔τ

pomhbrN
′.

τ -сохраняющие конфликт эквивалентности

Пусть ξ = 〈X,≺,#, l〉— ПСС такая, что l : X → Actτ . Обозначим vis(X) =
{x ∈ X | l(x) ∈ Act} и vis(ξ) = ξ|vis(X).

Определение 27 Видимый МСС-след сети с невидимыми переходами N

— МСС vis(ξ) — класс изоморфизма ПСС vis(ξO) для ̟ = (O, ψ) ∈ ℘(N).

Обозначим через V isMEStructs(N) множество всех видимых МСС-следов
сети с невидимыми переходами N . Две сети с невидимыми переходами

N и N ′ сохраняюще конфликт τ -эквивалентны на MСС, запись N ≡τ
mes

N ′, если V isMEStructs(N) = V isMEStructs(N ′). Заметим, что, в силу
единственности максимального О-процесса, это равносильно требованию

vis(E(N)) = vis(E(N ′)).

34



✲✉ ✉ ✉

✎ ☞ ✎ ☞
✲✉ ✉ ✉ ✉ ✉

Π(N)

Π(N ′)

π π̃

π′

π′

1
π′

2

π̃′

πN

πN ′

�
�
�
�
�
�❅

❅
❅
❅
❅
❅

✞ ☎a

✞ ☎

✄ �

a(b)

✲✉ ✉ ✉

✲✉ ✉ ✉

Π(N)

Π(N ′)

π π̃

π′ π̃′

πN

πN ′

✞ ☎τ(a)

✘✘✘
✘✘✘

✘✘✘
✘✘✘

✘✘✘
✘✘✘

✘✘

✞ ☎✄ �

❄

❄

❄

❄❄❄
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Рис. 32: Примеры базисных τ -эквивалентностей
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Обратные-прямые τ -бисимуляционные эквивалентности

Определение 28 Пусть N и N ′ — некоторые сети с невидимыми пере-

ходами. Отношение R ⊆ Runs(N) × Runs(N ′) — ⋆-обратная ⋆⋆-прямая
τ -бисимуляция между N и N ′, ⋆, ⋆⋆ ∈ {интерливинговая, шаговая, ЧС,
ЧУММ}, запись R : N↔τ

⋆b⋆⋆fN
′, ⋆, ⋆⋆ ∈ {i, s, pw, pom}, если:

1. ((πN , ε), (πN ′, ε)) ∈ R.

2. ((π, σ), (π′, σ′)) ∈ R

• (обратно)

(π̃, σ̃)
π̂→ (π, σ),

(a) |vis(TĈ)| = 1, если ⋆ = i;

(b) vis(≺Ĉ) = ∅, если ⋆ = s;

⇒ ∃(π̃′, σ̃′) : (π̃′, σ̃′) π̂′→ (π′, σ′), ((π̃, σ̃), (π̃′, σ̃′)) ∈ R и

(a) vis(ρĈ′) ⊑ vis(ρĈ), если ⋆ = pw;

(b) vis(ρĈ) ≃ vis(ρĈ′), если ⋆ ∈ {i, s, pom};
• (forth)

(π, σ)
π̂→ (π̃, σ̃),

(a) |vis(TĈ)| = 1, если ⋆⋆ = i;

(b) vis(≺Ĉ) = ∅, если ⋆⋆ = s;

⇒ ∃(π̃′, σ̃′) : (π′, σ′) π̂′→ (π̃′, σ̃′), ((π̃, σ̃), (π̃′, σ̃′)) ∈ R и

(a) vis(ρĈ′) ⊑ vis(ρĈ), если ⋆⋆ = pw;

(b) vis(ρĈ) ≃ vis(ρĈ′), если ⋆⋆ ∈ {i, s, pom}.

3. Как пункт 2, но роли N и N ′ меняются.

Сети с невидимыми переходами N и N ′ ⋆-обратно ⋆⋆-прямо τ -бисимуляци-
онно эквивалентны, ⋆, ⋆⋆ ∈{интерливинговая, шаговая, ЧС, ЧУММ}, запись

N↔τ
⋆b⋆⋆fN

′, если ∃R : N↔τ
⋆b⋆⋆fN

′, ⋆, ⋆⋆ ∈ {i, s, pw, pom}.
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Рис. 40: Сохранение τ -эквивалентностей при SM-детализациях
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Рис. 41: Совпадение τ -эквивалентностей на сетях с видимыми переходами
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Рис. 42: Взаимосвязь τ -эквивалентностей на сетях с видимыми переходами
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Рис. 43: Совпадение τ -эквивалентностей на последовательных сетях с невидимыми переходами
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Рис. 44: Взаимосвязь τ -эквивалентностей на последовательных сетях с невидимыми переходами
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Временная следовая эквивалентность

Определение 29 Временной след временной сетиN — последовательность

x1 · · ·xn ∈ (Act ∪R
+)∗ такая, что QN

x1→ Q1
x2→ . . .

xn→ Qn. Обозначим мно-
жество всех временных следов временной сети N через T imeTraces(N).
Временные сети N и N ′ временно следово эквивалентны, запись N ≡t N

′,
если T imeTraces(N) = T imeTraces(N ′).

Временная бисимуляционная эквивалентность

Определение 30 Пусть N и N ′ — временные сети. Отношение
R ⊆ States(N) × States(N ′) — временная бисимуляция между N и N ′,
запись R : N↔tN

′, если:

1. (QN , QN ′) ∈ R.

2. (Q,Q′) ∈ R, Q x→ Q̃ (x ∈ Act ∪R
+) ⇒ ∃Q̃′ : Q′ x→ Q̃′, (Q̃, Q̃′) ∈ R.

3. Как пункт 2, но роли of N и N ′ меняются.

Временные сети N и N ′ временно бисимуляционно эквивалентны, запись

N↔tN
′, если ∃R : N↔tN

′.

Не-временная следовая эквивалентность

Пишем Q
t7→ Q̃, если ∃δ1, δ2, Q1, Q2 Q

δ1→ Q1
t→ Q2

δ2→ Q̃.
Пишем Q

a7→ Q̃, если ∃t Q t7→ Q̃ и lN(t) = a.

Определение 31 Не-временной след временной сети N — последователь-
ность a1 · · · an ∈ Act∗ такая, что QN

a17→ Q1
a27→ . . .

an7→ Qn. Обозначим мно-

жество всех не-временных следов временной сети N через
UntimeTraces(N). Временные сети N и N ′ не-временно следово эквивалент-
ны, запись N ≡u N

′, если UnimeTraces(N) = UntimeTraces(N ′).

Не-временные бисимуляционные эквивалентности

Определение 32 Пусть N и N ′ — временные сети. Отношение

R ⊆ States(N) × States(N ′) — не-временная бисимуляция между N и N ′,
запись R : N↔uN

′, если:

1. (QN , QN ′) ∈ R.

2. (Q,Q′) ∈ R, Q a7→ Q̃ (a ∈ Act) ⇒ ∃Q̃′ : Q′ a7→ Q̃′, (Q̃, Q̃′) ∈ R.

3. Как пункт 2, но роли of N и N ′ меняются.

Временные сети N и N ′ не-временно бисимуляционно эквивалентны, запись
N↔uN

′, если ∃R : N↔uN
′.
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Региональная следовая эквивалентность

Состояние Q — стабильное, если ∃δ > 0 ∃Q̃ Q
δ→ Q̃. В этом случае обо-

значим состояние Q̃ через Q(δ).
Пишем [Q]

t→ [Q̃], если Q t→ Q̃.
Пишем [Q]

a→ [Q̃], если ∃t [Q] t→ [Q̃] и lN(t) = a.

Пишем [Q]
√
→ [Q̃], если Q

ζ(Q)→ Q̃.

Определение 33 Региональный след временной сети N — последователь-

ность x1 · · ·xn ∈ (Act ∪ {√})∗ такая, что [QN ]
x1→ [Q1]

x2→ . . .
xn→ [Qn].

Обозначим множество всех региональных следов временной сети N через

RegTraces(N). Временные сети N и N ′ регионально следово эквивалентны,
запись N ≡r N

′, если RegTraces(N) = RegTraces(N ′).

Региональная бисимуляционная эквивалентность

Определение 34 Пусть N и N ′ — временные сети. Отношение

R ⊆ RegStates(N)×RegStates(N ′) — региональная бисимуляция между N
и N ′, запись R : N↔rN

′, если:

1. ([QN ], [QN ′]) ∈ R.

2. ([Q], [Q′]) ∈ R,

(a) [Q]
a→ [Q̃] (a ∈ Act) ⇒ ∃[Q̃′] : [Q′] a→ [Q̃′], ([Q̃], [Q̃′]) ∈ R;

(b) если Q стабильно и ζ = ζ(Q,Q′), то ([Q(ζ)], [Q′(ζ)]) ∈ R.

3. Как пункт 2, но роли N и N ′ меняются.

Временные сети N и N ′ регионально бисимуляционно эквивалентны, запись
N↔rN

′, если ∃R : N↔rN
′.
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Рис. 47: Эквивалентности от ≡u до ≡t не сохраняются при временных SM-детализациях
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Рис. 51: Взаимосвязь эквивалентностей на не-временных сетях
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Временная τ -следовая эквивалентность

Пишем Q⇒ Q̃, если ∃Qi (1 ≤ i ≤ n) Q
τ→ Q1

τ→ · · · τ→ Qn = Q̃.
Пишем Q

t⇒ Q̃, если ∃Q1, Q2 Q⇒ Q1
t→ Q2 ⇒ Q̃.

Пишем Q
a⇒ Q̃, если ∃t Q t⇒ Q̃ и lN(t) = a.

Пишем Q
δ⇒ Q̃, если ∃Q1 Q⇒ Q1

δ→ Q̃.
Пишем Q

δ⇒ Q̃, если ∃δ1, δ2, Q1 Q
δ1⇒ Q1

δ2⇒ Q̃ и δ1 + δ2 = δ.

Определение 35 Видимый временной след временной сети с невидимыми
переходами N — последовательность x1 · · · xn ∈ (Act ∪ R

+)∗ такая, что
QN

x1⇒ Q1
x2⇒ . . .

xn⇒ Qn. Обозначим множество всех видимых временных сле-
дов временной сети с невидимыми переходами N через V isT imeTraces(N).
Временные сети с невидимыми переходами N и N ′ временно τ -следово экви-
валентны, запись N ≡τ

t N
′, если V isT imeTraces(N) = V isT imeTraces(N ′).

Временная τ -бисимуляционная эквивалентность

Определение 36 Пусть N и N ′ — временные сети с невидимыми перехо-
дами. Отношение R ⊆ States(N)× States(N ′) — временная τ -бисимуляция
между N и N ′, запись R : N↔τ

tN
′, если:

1. (QN , QN ′) ∈ R.

2. (Q,Q′) ∈ R, Q x⇒ Q̃ (x ∈ Act ∪R
+ ∪ {_}) ⇒ ∃Q̃′ : Q′ x⇒ Q̃′,

(Q̃, Q̃′) ∈ R.

3. Как пункт 2, но роли N и N ′ меняются.

Временные сети с невидимыми переходами N и N ′ временно τ -бисимуляци-
онно эквивалентны, запись N↔τ

tN
′, если ∃R : N↔τ

tN
′.
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Не-временная τ -следовая эквивалентность

Пишем Q|⇒ Q̃, если ∃δ Q δ7→ Q̃.

Пишем Q
t

|⇒ Q̃, если ∃Q1, Q2 Q|⇒ Q1
t⇒ Q2|⇒ Q̃.

Пишем Q
a

|⇒ Q̃, если ∃t Q
t

|⇒ Q̃ и lN(t) = a.

Определение 37 Видимый не-временной след временной сети с невидимы-

ми переходами N — последовательность a1 · · · an ∈ Act∗ такая, что QN

a1
|⇒

Q1

a2
|⇒ . . .

an
|⇒ Qn. Обозначим множество всех видимых не-временных следов

временной сети с невидимыми переходами N через V isUntimeTraces(N).
Временные сети с невидимыми переходами N и N ′ не-временно τ -следово
эквивалентны, запись N ≡τ

u N
′, если V isUntimeTraces(N) =

V isUnimeTraces(N ′).

Не-временная τ -бисимуляционная эквивалентность

Определение 38 Пусть N и N ′ — временные сети с невидимыми перехо-
дами. Отношение R ⊆ States(N)×States(N ′) — не-временная τ -бисимуля-
ция между N и N ′, запись R : N↔τ

uN
′, если:

1. (QN , QN ′) ∈ R.

2. (Q,Q′) ∈ R, Q
a

|⇒ Q̃ (a ∈ Act ∪ {_}) ⇒ ∃Q̃′ : Q′ a

|⇒ Q̃′, (Q̃, Q̃′) ∈ R.

3. Как пункт 2, но роли N и N ′ меняются.

Временные сети с невидимыми переходами N и N ′ не-временно τ -бисимуля-
ционно эквивалентны, запись N↔τ

uN
′, если ∃R : N↔τ

uN
′.
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Региональная τ -следовая эквивалентность

Пусть Q — состояние временной сети с невидимыми переходами N такое,
что ∃δ > 0 ∃Q̃ Q

δ⇒ Q̃. Определим Q(|δ|) = {Q̃ | Q δ⇒ Q̃}.
Пишем [Q] ⇒ [Q̃], если Q⇒ Q̃.
Пишем [Q]

t⇒ [Q̃], если Q t⇒ Q̃.
Пишем [Q]

a⇒ [Q̃], если ∃t [Q] t⇒ [Q̃] и lN(t) = a.

Пишем [Q]
√
⇒ [Q̃], если Q

ζ(Q)⇒ Q̃.

Определение 39 Видимый региональный след временной сети с невиди-

мыми переходами N — последовательность x1 · · · xn ∈ (Act ∪ {√})∗ та-
кая, что [QN ]

x1⇒ [Q1]
x2⇒ . . .

xn⇒ [Qn]. Обозначим множество всех видимых
региональных следов временной сети с невидимыми переходами N через
V isRegTraces(N). Временные сети N и N ′ регионально τ -следово эквива-
лентны, запись N ≡τ

r N
′, если V isRegTraces(N) = V isRegTraces(N ′).

Региональная τ -бисимуляционная эквивалентность

Определение 40 Пусть N и N ′ — временные сети с невидимыми пере-
ходами. Отношение R ⊆ RegStates(N) × RegStates(N ′) — региональная
τ -бисимуляция между N и N ′, запись R : N↔τ

rN
′, если:

1. ([QN ], [QN ′]) ∈ R.

2. ([Q], [Q′]) ∈ R,

(a) [Q]
a→ [Q̃] (a ∈ Act ∪ {_}) ⇒ ∃[Q̃′] : [Q′] a⇒ [Q̃′], ([Q̃], [Q̃′]) ∈ R;

(b) если Q стабильно и ζ = ζ(Q,Q′), то ∃Q̃′ ∈ Q′(|ζ|) : ([Q(ζ)], [Q̃′]) ∈ R.

3. Как пункт 2, но роли N и N ′ меняются.

Временные сети с невидимыми переходами N и N ′ регионально
τ -бисимуляционно эквивалентны, запись N↔τ

rN
′, если ∃R : N↔τ

rN
′.
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Рис. 52: Взаимосвязь τ -эквивалентностей
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Рис. 53: Взаимосвязь τ -эквивалентностей с эквивалентностями
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Рис. 54: Пример взаимосвязи эквивалентностей и τ -эквивалентностей
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Рис. 55: Сохранение τ -эквивалентностей при временых SM-детализациях
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Рис. 56: Совпадение τ -эквивалентностей и эквивалентностей на временных сетях с видимыми переходами
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Рис. 57: Совпадение τ -эквивалентностей на не-временных сетях с невидимыми переходами
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Рис. 58: Взаимосвязь τ -эквивалентностей на не-временных сетях с невидимыми переходами
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Рис. 59: Совпадение эквивалентностей на А-сетях
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Рис. 60: Эквивалентности на А-сетях
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Рис. 61: Примеры эквивалентностей на А-сетях
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Рис. 62: Взаимосвязь сетевых и алгебраических эквивалентностей
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Рис. 63: Примеры эквивалентностей на слабо помеченных А-сетях
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Рис. 64: Примеры эквивалентностей на слабо помеченных А-сетях (продолжение)
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Рис. 65: Взаимосвязь сетевых и алгебраических эквивалентностей
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